
固有値とその応用

○ 3次の正方行列の固有多項式
次のことは覚えておくと便利

Aが3次の正方行列で A= a i j のとき，

φA( )u = - u 3-( )tr A u 2+  
a22 a23
a32 a33

+  
a11 a13
a31 a33

+  
a11 a12
a21 a22

u -| |A

= - u 3+( )tr A u 2-  
a22 a23
a32 a33

+  
a11 a13
a31 a33

+  
a11 a12
a21 a22

u +| |A

ただし， tr A= a11+ a22+ a33  である。つまり対角成分の和である。

[証明]  a j=  
a1 j

a2 j

a3 j

とし，R3 の標準基底を e1,e2,e3 とする。A-uE を列ベクトルを用いて

表せば，A- uE =  
a11- u a12 a13

a21 a22- u a23
a31 a32 a33- u

=  
a11  -  u a12-0 a13-0
a21  -  0 a22- u a23-0
a31  -  0 a32-0 a33- u

= a1- ue1 a2- ue2 a3- ue3 となるので，行列式の多重線形性を用いれば

φA( )u = a1- ue1 a2- ue2 a3- ue3

= a1 a2- ue2 a3- ue3 + -ue1 a2- ue2 a3- ue3

= a1 a2 a3- ue3 + a1 -ue2 a3- ue3 + -ue1 a2 a3- ue3

+ -ue1 -ue2 a3- ue3

= a1 a2 a3 + a1 a2 -ue3 + a1 -ue2 a3 + a1 -ue2 -ue3

+ -ue1 a2 a3 + -ue1 a2 -ue3 + -ue1 -ue2 a3

+ -ue1 -ue2 -ue3

ここで，  a1 a2 a3 = A , a1 a2 -ue3 =  
a11 a12 0
a21 a22 0
a31 a32 -u

=- 
a11 a12
a21 a22

u

 a1 -ue2 -ue3 =  
a11 0 0
a21 -u 0
a31 0 -u

= a11u 2,  -ue1 -ue2 -ue3 =-u 3

などから等式が証明される。                                                                                  (証終)
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○ 固有ベクトルと線形独立

教科書139ページに「異なる固有値に対する固有ベクトルは線形独立である」と書いてある。これを証
明する。

正方行列Aの相異なる r個の固有値を λ1,λ2,,λ r とし，それぞれに対する固有

ベクトルをx1,x2,,x r とするならば，x1,x2,,x r は線形独立である。

[証明]  r に関する数学的帰納法で証明する。

r =1 のとき， λ1 に対する固有ベクトル x1 は零ベクトルでないから線形独立である。

r = k のとき命題が成り立つと仮定する。いま，Aの相異なる固有値を λ1,λ2,,λ k,λ k +1 とし

それぞれに対する固有ベクトルを x1,x2,,x k,x k +1 とする。一次関係式

α1x1+ α2x2++ α k x k+ α k +1x k +1=0   ①

①の左からA をかけると，Ax i= λ i x i  i =1,2,,k +1  を用いれば

α1λ1x1+ α2λ2x2++ α k λ k x k+ α k +1λ k +1x k +1=0    ②

②から① ×λ k +1 を引けば

α1 λ1-λ k +1 x1+ α2 λ2-λ k +1 x2++α k λ k-λ k +1 x k=0

仮定から x1,x2,,x k は線形独立だから

α1 λ1-λ k +1 = α2 λ2-λ k +1 =  = α k λ k-λ k +1 =0
固有値は相異なるので α1= α2=  = α k=0  これを①に代入。α k +1x k +1=0 となり

x k +1≠0 より α k +1=0 となる。従って，x1,x2,,x k,x k +1 は線形独立となる。(証終)

○ 相似な2つの正方行列と固有多項式
A,B をともにn 次の正方行列とする。このとき，ある正則行列P が存在して

B = P -1AP
が成り立つとき，A とB は相似であるといい，記号で A ∼ B と表す。つぎのことが成り立つ。
(1) A ∼ A      (2) A ∼ B ならば B ∼ A      (3) A ∼ B,B ∼ C ならば A ∼ C

(1)は，A= E -1AE より明らか。

(2)は，B = P -1AP より，A= PBP -1= P -1 -1
BP -1  B ∼ A

(3)は，B = P -1AP,C = Q-1BQ より C = Q -1P -1APQ =( )PQ -1A( )PQ ∴ A ∼ C

固有多項式についてつぎのことが成り立つ。

A ∼ B ならば，この2つの正方行列の固有多項式は一致する。すなわち A,B の固有値は
一致する。

[証明]  | |B - uE = P -1AP - uE = P -1AP - P -1uEP = P -1( )A- uE P
= P 1 | |A- uE | |P =| |A- uE     P -1 | |P = P -1P =| |E =1                 (証終)
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○ 固有空間の次元

n 次正方行列Aの固有方程式の解(すなわちAの固有値) λ が k重解だったとする。

例:  A=  
0 1 1
1 0 1
1 1 0

のとき，| |A- uE =-u 3+3u +2 より u 3-3u -2=0

⇒ ( )u +1 2( )u -2 =0  従って， u = λ =-1は 2重解。     

λ をAの固有値とし， V λ を λ に対する固有空間とする。すなわち V λ = x  Ax = λx
部分空間 V λ の次元について次のことが成り立つ。

λ をAの固有値とし，その重複度を k とすれば(つまりλ は固有方程式の k重解)
1 dim V λ  k

[証明]  A を n 次の正方行列とする。V λ のベクトルx は A-λE x =0 を満たすから線形変
換 A-λE の核のベクトルである。つまり，V λ = Ker A-λE ,  rank A-λE < n だから次
元定理から， dim V λ = n - rank A-λE 1
つぎに dim V λ = d とする。また，V λ の基底を a1,a2,,a d としこれにn - d 個のベクト

ルを加えてV  = Rn またはCn の基底 a1,a2,,a d,b d +1,,b n をつくる。

Q = a1 a2  a d b d +1  b n とおくとQ は正則行列である。このとき

Aa i= λa i,  a i= Qe i  つまり Q-1a i= e i   i =1,2,,d   ただし，e i は標準基底。

である。従って

Q -1AQ = Q-1A a1 a2  a d b d +1  b n

= Q -1 Aa1 Aa2  Aa d Ab d +1  Ab n

= Q -1 λa1 λa2  λa d Ab d +1  Ab n

= λe1 λe2  λe d Q -1Ab d +1  Q-1Ab n

= 
λEd B

O C
,  

B
C

= Q-1Ab d +1  Q -1Ab n  Ed は d 次の単位行列。O は零行列。

 φA( )u = φQ-1AQ( )u = φλEd( )u φC( )u = λ -u d φC( )u    ∴ d  k

つまり， dim V λ  k                                                                                       (証終)

注意:  この証明の中でつぎの事実を用いた。(証明してごらん)

A=  
A11 A12

O A22
 (A11,A22 は正方行列)であれば， φA( )u = φA11( )u φA22( )u

問1  正方行列Aが正則であることと，Aが0の固有値をもたないことは同値であることを示せ。
問2  n 次正方行列Aが正則なとき，Aの固有値を λ1,λ2,,λ n とすれば，A-1 の固有値は

λ1

1 ,
λ2

1 ,, λ n

1
であることを証明せよ。
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問3  n 次の正方行列Aの固有値を λ1,λ2,,λ n とするとき，次の等式を示せ。

| |A =λ1λ2λ n,   tr A=λ1+λ2++λ n

問4  A2= A を満たす正方行列の固有値は 0か1であることを示せ。

○ 対角化可能条件

教科書142ページに対角化可能の条件が書いてある。ただこれは実際固有ベクトルを求めなければな
らない。対角化可能条件を別の表現をつかった定理を紹介する。

A を n 次正方行列とし，その相異なる固有値を λ1,λ2,,λ r とする。またこれらの固有値

の重複度をそれぞれ k1,k2,,k r とする。このとき，Aが対角化可能であるための必十条件

は， dim V  λ i = k i    i =1,2,,r  である。

[証明]  Aが対角化可能で，その対角化行列をP とすれば

P -1AP =

λ1

 k1
λ1

k1 λ2

 k2
λ2

k2  kr

λ r

k r 

λ r

P の列ベクトルを左から順に p11,p12,,p1k1,p21,p22,p2k2,,p r1,p r2,,p r k r

とすれば，これらは線形独立で明らかに p i 1,p i2,,p i k i
は固有値λ i の固有ベクトルだから

dim V  λ i  k i   他方，前述の定理から dim V  λ i  k i   ∴ dim V  λ i = k i

逆に dim V  λ i = k i   i =1,2,,r が成り立てば k1+ k2++ k r = n で異なる固有値に対す

る固有ベクトルは線形独立より，各固有空間の基底をならべた行列P は正則でP -1AP は上のように対
角行列になる。                                                                                                   (証終)

例:  A=  
3 2 -2
-2 -1 2
2 2 -1

のとき， φA( )u =-( )1- u 2( )1+ u

∴ λ1=1(重複度2),λ2=-1   rank( )A- E =1 ∴ dim V  λ1 =3-1=2
rank( )A+ E =2 ∴ dim V  λ2 =3-2=1   従ってAは対角化可能である。     

重要:  Aがn 次の正方行列ならば， dim V λ = n - rank A-λE          (次元定理より)
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系:  A の固有方程式が重解を持たないならば，A は対角化可能である。
 λ i を A の固有値とし，V  λ i をその固有空間とすれば，1 dim V  λ i  k i,  ただし， k i は

固有値 λ i の重複度で，重解を持たないから k i=1  ∴ dim V  λ i =1      (証終)

例:  k 次の正方行列

α 1
α 1

 

 1
α

を α に関する k 次の Jordan 細胞といい，記号で

Jk α と表す。例えば， J4( )-1 =  
-1 1 0 0
0 -1 1 0
0 0 -1 1
0 0 0 -1

となる。 Jk α の固有多項式は

 Jk α - uE =

α - u 1
α - u 1

 

 1
α - u

= α - u k
だから，固有値は α だけで

ある。ただし， k 重解。また固有ベクトル x = x i は

0 1
0 1

 

 1
0

x1
x2





xk

=

0
0




0
よ り， x1≠0,x2= x3== xk=0,  従って， 固有空間 V α = e1 となるから k 2 のとき
Jk α は対角化不可能である。     

○ 行列の三角化

対角化不可能でもつぎのことは必ず成り立つ。上三角行列は教科書69ページで初登場する。

n 次の正方行列 A は適当な正則行列 U によって

U -1AU =  
µ1 ∗ ∗  ∗

µ2 ∗  ∗

 

µ n

と上三角行列に変換される。とくに U として直交行列

をとることができる。

[証明]  次数 n に関する帰納法で証明する。 n =1 のときは明らか。 n -1次の正方行列は直交行
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列により上三角行列にすることができるとする。 µ1 を A の1つの固有値とし， µ1 に対する固有ベクト

ルで大きさが1のものを a1 とする。これに適当な n -1個のベクトルを加えて(後述する) Gram-
Schmidt の直交化法により  a1,a2,,a n を Rn の正規直交基底になるようにできる。このとき

U1= a1 a2  a n は明らかに直交行列で

U1Aa1=
t

 µ1 U1a1= µ1
t

a1
t

a2
t



a n
t

a1= µ1

a1a1
t

a2a1
t



a n a1
t

= µ1  
1
0


0

= µ1e1

 U1AU = µ1e1 U1Aa2
t

 U1Aa n
tt =  

µ1 b12  b1 n

0 b22  b2 n

  

0 b n 2  b n n

,  ただし，

U 1
t Aa i=  

b1 i

b2 i



b n i

  i =2,3,,n

帰納法の仮定から n -1次の直交行列 V が存在して

Vt  
b22  b2 n

  

b n 2  b n n

V =  
µ2 ∗ ∗  ∗

µ3 ∗  ∗

 

µ n

U2= 
1 O
O V

は直交行列だから，U = U1U2 とすれば U も直交行列で

Ut AU = U 2
t  U1

t AU1 U2= U 2
t  

µ1 b12  b1 n

0 b22  b2 n

  

0 b n 2  b n n

U2=  
µ1 ∗ ∗  ∗

µ2 ∗  ∗

 

µ n

(証終)      

例題:  A=  
  2 2 -2 -1
-1 0   1   1
-2 1   0   2
  3 2 -2 -2

を直交行列で上三角行列に変換せよ。
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[解]  φA( )u =  
2- u 2 -2 -1
-1 -  u 1 1
-2 1 - u 2
3 2 -2 -2- u

=  
- u 2-2u -2 1
0 0 1 0

-2- u 1- u 2 - u 2+ u

1 2-2u -2 - u

=- 
- u 2-2u 1

-2- u 1- u 2 2+ u

1 2- 2u - u

=- 
1- u 2( )1- u 1
0 ( )1- u ( )1+ u 2+ u

1- u 2( )1- u - u

=- 
1- u 2( )1- u 1
0 ( )1- u ( )1+ u 2+ u
0 0 -1- u

=( )1- u 2( )1+ u 2,  ∴ λ1=1, λ2=-1 が固有値

で，いずれも2重解。 λ1=1 のとき，固有ベクトルを x = x i とすれば

 
1 2 -2 -1
-1 -1 1 1
-2 1 -1 2
3 2 -2 -3

→  
1 2 -2 -1
0 1 -1 0
0 5 -5 0
0 -4 4 0

→  
1 2 -2 -1
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

→  
1 0 0 -1
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

,  ∴ x1= x4, x2= x3,  x =  
x1
x2
x2
x1

= x1  
1
0
0
1

+ x2  
0
1
1
0

∴ a1= 2
1  

1
0
0
1

, a2= 2
1  

0
1
1
0

とし，これに a3= 2
1  

1
0
0
-1

, a4= 2
1  

0
1
-1
0

を加える。 a1,a2 は固有空間 V( )1 の正規直交基底で，a1,a2,a3,a4 は R4 の正規直交基

底になる。さらに P1= a1 a2 a3 a4 とすれば P1 は直交行列で

P1
t AP1=  

1 0   4   4
0 1 -3   0
0 0 -1   0
0 0   1 -1

,  ここで B = 
-1   0
  1 -1 とし，B の固有値は -1だからそれに対

する固有ベクトルは  
0 0
1 0 →  

1 0
0 0 より，  

0
1 となるから，上と同様にして Q = 

0 1
1 0 とお

き B を Q で変換すると， Qt BQ = 
-1   1
  0 -1 となる。従って，P = P1 

E O
O Q

とすれば
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Pt AP = 
E O

O Qt  
1 0   4   4
0 1 -3   0
0 0 -1   0
0 0   1 -1

 
E O
O Q

=  
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0  

1 0   4   4
0 1 -3   0
0 0 -1   0
0 0   1 -1  

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

=  
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0  

1 0 4 4
0 1 0 -3
0 0 0 -1
0 0 -1 1

=  
1 0 4 4
0 1 0 -3
0 0 -1 1
0 0 0 -1

,  

P = 2
1  

1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 -1 0
1 0 0 -1

                                                                          (解終)

問5  A= 
3 1 0
0 5 -3
0 3 -1

を直交行列で上三角行列に変換せよ。

問6  A=  
2 -1 2 1
1 1 -1 1
1 0 -1 1
-3 1 -2 -2

を直交行列で上三角行列に変換せよ。

g( )u を u の多項式で， g( )u = a n u n+ a n -1u n -1++ a1u + a0 とする。このとき正方行列 A
に対して

g( ) A = a n An+ a n -1 An -1 ++ a1A+ a0E
と定義する。最後の定数項に相当する部分に単位行列があることに注意する。このように記号を定義す

るとつぎの美しい定理が成り立つ。これをFrobenius の定理という。

n 次正方行列 A の固有値を λ1,λ2,,λ n とすれば， g( )A の固有値は

g  λ1 ,g  λ2 ,,g  λ n である。

[証明]  A を上三角行列に変換しておく。 U -1AU =  
λ1 ∗ ∗  ∗

λ2 ∗  ∗

 

λ n
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自然数 k に対して， U -1AU k= U -1AU  U -1AU  U -1AU = U -1Ak U だから，

U -1Ak U = U -1AU k=  
λ1

 k ∗ ∗  ∗

λ2 k ∗  ∗

 

λ n
 k

 

(注意: ∗ は証明上必要ない部分で U -1AU の ∗ とは値が一般に異なる) また，
U -1g( )A U = U -1 a n An+ a n -1 An -1 ++ a1A+ a0E U

= a n U -1AnU + a n -1U -1An -1U ++ a1U -1AU + a0E

= a n U -1AU n + a n -1 U -1AU
n -1 ++ a1 U -1AU + a0E = g  U -1AU

∴ U -1g( )A U = g  U -1AU =  
g  λ1 ∗ ∗  ∗

g  λ2 ∗  ∗

 

g  λ n

これより明らかに U -1g( )A U の固有値は g  λ1 ,g  λ2 ,,g  λ n で，U -1g( )A U と
g( )A の固有値は一致するから，定理を得る。                                                        (証終)

例:  前述の例題の A=  
  2 2 -2 -1
-1 0   1   1
-2 1   0   2
  3 2 -2 -2

の固有値は 1,-1であった。従って例えば A2 の

固有値は，12,( )-1 2=1,  即ち，1だけである。また，A2- A の固有値は，1-1=0,1+1=2
だから， 0 と 2 である。

問7  A を n 次の正方行列とし，その固有多項式を φA( )u とする。 A が n 個の異なる固有値を持つ
ならば， φA( )A は零行列であることを証明せよ。

(補足)  実は異なる固有値が n 個より少なくても，つまり固有方程式が重解をもっても φA( )A は零行

列になることが証明されている。この美しい定理をCayley-Hamilton の定理という。証明はむずか
しい。

Cayley-Hamilton の定理
正方行列Aの固有多項式を φA( )u とすれば， φA( )A = O

(この定理の証明は省略する)

例:  A=  
0 1 1
1 0 1
1 1 0

の固有多項式は -u 3+3u +2になるので，-A3+3A+2E = O これから
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例えば，A3=3A+2E = 
2 3 3
3 2 3
3 3 2

この結果はA3 を計算したのではなく，3A+2E を計算して

だしたものである。このようにしてAのべき乗を計算するテクニックがある。     

○ Gram-Schmidtの直交化法
a1,a2,,a n は線形独立とする。またV = a1,a2,,a n とし，内積が定義されていると

する。つまり a1,a2,,a n はV の基底になっている。このとき以下の手順で互いに直交する単位
ベクトルからなるV の基底をつくる方法がある。

Gram-Schmidt の直交化法

b1= a1,    u1= b1/ b1

b2= a2- a2u1 u1,    u2=b2/ b2



b i +1= a i+1-Σ
j = 1

i

 a i+1u j u j ,    u i +1= b i +1/ b i +1



b n= a n-Σ
j = 1

n - 1
 a nu j u j ,   u n= b n/ b n

とすれば， u1,u2,,u n は正規直交基底。また

 a1,a2,,a n = u1,u2,,u n   (張る空間は変わらない！)
b i +1 a i +1

この手法は第4章§2で例題の中に出てくる。
まずb i +1= a i +1-Σ

j = 1

i

 a i +1u j u jが u i +1
零ベクトルでないことを確認する。これは

   u1,u2,,u i                     Σ
j = 1

i

 a i +1u j u j
張る空間が変わらないことの証明とも

関係するので両方を同時に証明する。
Gram-Schmidt の直交化法の概念図n に関する数学的帰納法を用いる。

n =1 のとき。 a1 は明らかに零ベクトルではないから，b1= a1≠0  また，

u1= b1/ b1 = a1/ a1  ⇔  a1= a1 u1   ∴  a1 = u1 従って n =1 のとき成り立つ。

n = i のとき成り立つと仮定する。もし，b i +1= a i +1-Σ
j = 1

i

 a i +1u j u j =0 とすれば

a i +1=Σ
j = 1

i

 a i +1u j u j  ∴ a i +1∈ u1,u2,,u i = a1,a2,,a i

つまりa1,a2,,a i,a i +1 は線形従属になりa1,a2,,a n は線形独立という仮定に反する。

そこで u i +1= b i+1/ b i +1 とすれば，Σ
j = 1

i

 a i +1u j u j ∈ a1,a2,,a i だから
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u i +1∈ a1,a2,,a i,a i+1   ∴  u1,u2,,u i,u i+1 ⊂ a1,a2,,a i,a i +1

また a i +1= b i +1 u i +1-Σ
j = 1

i

 a i +1u j u j ∈ u1,u2,,u i,u i +1

∴  a1,a2,,a i,a i +1 ⊂ u1,u2,,u i,u i +1

以上により， a1,a2,,a i,a i +1 = u1,u2,,u i,u i +1      (証終)
u1,u2,,u n が正規直交基底であることは自分で確認してごらん。つまり

u iu j= 
1  ( )i = j
0   i ≠ j

 が成り立つ。

1 i < j  n を満たす i,j について
の総和

○ 二次形式

実数を係数とする変数 x1,x2,,xn の斉二次式 Σ
i = 1

n
a i i x i

2+2Σ
i < j

a i j x i x j  を二次形式という。

例:  3x2- xy +3y2=3x2-2 2
1

xy +3y2  ただし， x1= x, x2= y とし， a11=3, a22=3,

a12=- 2
1
と考える。     

a j i= a i j   ( )j > i と定義すれば，行列 A= a i j は実対称行列になる。さらに

x =  x1,x2,,xn
t

とすれば，Σ
i = 1

n
a i i x i

2+2Σ
i < j

a i j x i x j= x
t

Ax となる。これを F x と表

す。即ち，F x = x
t

Ax

例:  3x2- xy +3y2= x y  
3 - 2

1

- 2
1 3

 
x
y

     

Aは実対称行列だから直交行列T により必ず対角化できる。 Aの正の固有値を λ1,λ2,,λ p  

負の固有値を λ p +1,λ p +2,,λ q とする。 0 p  q  n  x = Ty と変換すれば

F x = G y = yt  Tt AT y =λ1y12++λ p yp
2+λ p +1yp +1

2 ++λ q yq
2

となる。

例:  A= 
3 - 2

1

- 2
1 3

の固有値は φA( )u = u 2-6u + 4
35 =0  ∴λ1= 2

7 ,λ2= 2
5

固有値とその応用 - 11 -



それぞれの固有ベクトルから直交行列による対角化行列を求めれば， T =  2
1

2
1

- 2
1

2
1

従って  
x
y

= T 
x'
y'

と変換すれば 3x2- xy +3y2= 2
7 ( )x' 2+ 2

5 ( )y' 2
となる。     

F x = G y = yt  Tt AT y =λ1y12++λ p yp
2+λ p +1yp +1

2 ++λ q yq
2 でさらに

y1= λ1

z1 ,,yp= λ p

zp ,yp +1= -λ p +1

zp +1 ,,yq= -λ q

zq ,yq +1= zq +1,,yn= zn

即ち，P =

λ1

1



λ p

1

-λ p +1

1



-λ q

1

1


1
として， y = Pz と変換すれば

F x = G z = z12++ zp
2- zp +1

2 -- zq
2   0 p  q  n

この形を二次形式の標準形という。

Claim: F x = x
t

Ax のとき，上記 q は q = rank A であることは明らか。大切なことは p の値も
どのような変換をしても一定。これがつぎの Sylvesterの慣性律とよばれる定理である。

Sylvester の慣性律

二次形式 F x をどのような正則線形変換によって標準形に直しても，正・負の項の個数

は一定である。

[証明]  F x が2つの正則線形変換 x = Py, x = Qz によってそれぞれ

F x = y12++ yp
2- yp +1

2 -- yq
2= z12++ z s

2- z s+1
2 -- zq

2

となったとする。 p < s として矛盾を導く。P -1= a i j , Q -1= b i j とすれば
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y = P -1x, z = Q -1x である。そこでつぎの連立斉1次方程式を考えれば
a i 1x1+ a i 2x2++ a i n xn=0   i =1,2,,p

b j1x1+ b j2x2++ b jn xn=0   j =s +1,s +2,,n

式の個数が p +( )n - s = n -( )s - p < n で未知数の個数より小さいから非自明解 x0 をもつ。

 上の連立斉1次方程式の係数行列の階数は n より小さい。よってその係数行列の核の次元は
1以上である。

y0= P -1x0, z0= Q -1x0 とすれば x0≠0 より y0≠0, z0≠0 であり

y0=

0


0
yp +10



yn 0

, z0=

z10



z s0

0


0

とすれば 0 p < s から s >1 に注意すれば

F  x0 =-yp +10
2 -- yq 0

2 0,  F  x0 = z102 ++ z s0
2 >0

これは矛盾。よって p  s.同様にして p  s が示せるので p = s      (証終)
補足: F  x0 =-yp +10

2 -- yq 0
2 0は F  x0 =-yp +10

2 -- yq 0
2 <0 ではないのか？

違います。y0≠0 であるからその成分 yp +10,,yn 0 のなかの少なくとも1つは 0ではないが，
q  n なのでもし q < n ならば yq +10,,yn 0 なかで少なくとも1つ0でないものがあり，
yp +10,,yq 0 はすべて0である可能性がある。

○ 二次形式の正値，負値，半正値，半負値

二次形式 F  x = x
t

Ax が

(1) 任意のベクトルx に対して F  x 0であるとき，半正値であるという。
さらに零でない任意のベクトルx に対して F  x >0 であるとき，正値であるという。

(2) 任意のベクトルx に対して F  x 0であるとき，半負値であるという。
さらに零でない任意のベクトルx に対して F  x <0 であるとき，負値であるという。

プリント12ページ，上から3行目の式
F  x = G  y = yt  Tt AT y =λ1y12++λ p yp

2+λ p +1yp +1
2 ++λ q yq

2

で λ1,λ2,,λ q   0 q  n はAの0でない固有値だから
(1) Aの固有値がすべて正⇔ F  x は正値

Aの固有値がすべて負でない⇔ F  x は半正値

(2) Aの固有値がすべて負⇔ F  x は負値
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Aの固有値がすべて正でない⇔ F  x は半負値

となる。実は固有値を求めなくても正値であることが判定できる。

二次形式 F  x = x
t

Ax に対して Ak= A 
1 2  k
1 2  k

とすれば F  x が

正値であるための必十条件は，すべての k =1,2,,n について  Ak >0 が成
り立つことである。

注意: A 
1 2  k

1 2  k
は Aの首座 k次小行列である。

例: A= 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

のとき，A1= 0 ,A2= 
0 1
1 0 ,A3= A である。

この定理は必要性の証明だけ示す。十分性は省略する。

[証明]  (必要性)  正値とすればAの固有値 λ1,,λ n はすべて正である。

∴  An =| |A = λ1λ2λ n >0
また y を零ベクトルでない任意の k次元実数ベクトルとし，y からつくった n 次元実数ベクトル

x k = 
y

0
に対して

F  x k = x k
t

Ax k = y
t

Ak y >0
すなわち，Ak を行列としてもつ二次形式は正値である。よって，上と同様にして  Ak >0 が得られる。

(証終)       

例題:  二次形式 x2+ y2+ z2+2a( )yz + zx + xy が正値となるような定数 a の値の範囲を求めよ。

[解答]  この二次形式の行列は A= 
1 a a
a 1 a
a a 1

だから

 A1 =1>0,  A2 =1- a 2>0,

| |A = 1- a 2 2- a - a 2 2=( )1- a 2( )1+2a >0 ∴  - 2
1 < a <1              (解終)

補足:  負値であるための必十条件は， k が偶数なら  Ak >0， k が奇数なら  Ak <0 である。
 上記の定理を用いてよいなら証明は簡単である。F  x = x

t
Ax が負値ならば x

t ( )-A x は正
値である。 B =-A と表せば， B k = -Ak =( )-1 k

 Ak >0   従って

k:偶数⇒  Ak >0， k:奇数⇒  Ak <0
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