
２０１６年度数学Ｂ ( )Ｓ３  学年末試験問題

1.  次の各問いに答えよ。ただし，答のみ。 ( )25点

(1)  A= 
-5  2 -2
-6  3 -6
 2 -2 -1

について，

[1]  A の固有多項式 φA λ = A-λ E を求めよ。

[2]  A の固有値 λ1 を求めよ。     [3]  A の固有値 λ2 を求めよ。  λ1>λ2

[4]  λ1 に対する固有ベクトル x1 を求めよ。     [5]  λ2 に対する固有ベクトル x2 を求めよ。

(2)  A= 
4 1
1 4 ,x1= 

1
1 ,x2= 

-1
 1 について，

[1]  Ax1 を求めよ。     [2]  Ax2 を求めよ。

[3]  P = x1 x2 とするとき， P -1AP を求めよ。

(3)  A= 
2 -3 0
2  4 2
0  3 2

について，

[1]  A の固有多項式 φA λ = A-λ E を求めよ。

[2]  A の固有値 λ1 を求めよ。     [3]  A の固有値 λ2 を求めよ。  λ1>λ2

[4]  λ1 に対する固有ベクトル x1 を求めよ。     [5]  λ2 に対する固有ベクトル x2 を求めよ。

[6]  λ2 に対する固有空間 W λ2 = x ∈R3 Ax =λ2x の次元を求めよ。

2.  上の問題1(3)の行列 A について，An   n:自然数  を求める次の計算の括弧に入る最も適

切な答えを解答用紙にかけ。ただし，答のみ。 ( )25点

( )ここから  問題1(3)[1]の結果とCayley-Hamiltonの定理から
φA( )A =-A3+( 1 )A2-( 2 )A+( 3 )=O  ( )零行列

 A3-( 1 )A2+( 2 )A-( 3 )=O   ① が成り立つ。

λ n を λ 3-( 1 )λ 2+( 2 )λ-( 4 ) = -φA λ で割った商をQ λ ，余りを

aλ 2+bλ +c とすれば

λ n= λ 3-( 1 )λ 2+( 2 )λ-( 4 ) Q λ + aλ 2+bλ +c   ②

となる。 λ1,λ2 を問題1(3)[2],[3]とすると②を用いれば
λ =λ1 を②に代入して ( 5 )a +( 6 )b +c =( 7 )   ③

λ =λ2 を②に代入して ( 8 )a +( 9 )b +c =( 10 )   ④

②の両辺を λ で1回微分した式に λ =λ2 を代入して( 11 )a +b =( 12 )   ⑤

 ③～⑤は λ1,λ2 に1(3)で求めた値を代入したものを解答せよ
③，④，⑤を解いて a =( 13 ),b =( 14 ),c =( 15 )となる。従って An の( )2,2 成分は
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( 16 )となる。 ( )ここまで

3.  正方行列 A の相異なる固有値を λ1,λ2,,λ r とし，それに対する固有ベクトルをそれぞれ

x1,x2,,x r とするならば，x1,x2,,x r は線形独立となることを示す次の証明の括弧に

入る最も適切な答えを解答用紙にかけ。ただし，答のみ。 ( )8点

( )ここから  数学的帰納法で証明する。

Step1:  ( 1 )だから x1 は線形独立である。

Step2:  x1,x2,,x p は線形独立であると仮定する。 ( )仮定＊ これに xp +1 を加えたベクトル

の組 x1,x2,,x p,xp +1 が線形独立になることを示す。 c1,c2,,cp,cp +1 をスカラーとし

x1,x2,,x p,xp +1 の1次関係式 Σ
k = 1

( 2 )
ck xk =0   ① を考える。この両辺の左から A を

掛けると xk が λk の固有ベクトルだから Σ
k = 1

( 2 )
( 3 )xk=0   ② となる。①× λp +1-②を計算

するとΣ
k = 1

( 4 )
( 5 )xk =0 となる。仮定＊と固有値は相異なることから k =1,2,,( 6 )に対し

て ck=0 となる。これらを①に代入すれば( 7 )=0 が得られ Step1と同様な理由から( 8 )=0
となる。以上より x1,x2,,x p,xp +1 が線形独立になることが示された。 ( )ここまで

4.  A,B,P を s 次の正方行列とし， P は正則とするとき次の問いに答えよ。 ( )9点

(1)  tr( )AB =tr( )BA が成り立つことを示す次の証明の括弧に入る最も適切な答えを解答用紙に

かけ。ただし，答のみ。

( )ここから  A= ai j ,B = bi j とする。積 AB の( )k,k 成分はΣ
l = 1

[ 1 ]
[ 2 ] であるから

tr( )AB =Σ
k = 1

[ 1 ]

 Σ
l = 1

[ 1 ]
[ 2 ] =Σ

l = 1

[ 1 ]

 Σ
k = 1

[ 1 ]
bl k[ 3 ]    ①

ここでΣ
k = 1

[ 1 ]
bl k[ 3 ]は積[ 4 ]の[ 5 ]成分だから①は tr( )[ 6 ] に等しい。 ( )ここまで

(2)  tr P -1AP =tr( )A を証明せよ。なお，この証明は次の5つの段階を経て示される。各
等号の下に次の①～④の理由をその番号を書いて =

①
のように示せ。

tr P -1AP =     =     =     =     =tr( )A

①：行列の積の結合律   ②： AE =E A=A    ③：上の(1)から   ④： P -1P =PP -1=E
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5.  3次以下の実係数多項式全体の作るベクトル空間 P 3;R に2つの基底
B  0 = 1,x,x2,x3 , B  a = 1,x +a,( )x +a 2,( )x +a 3

を考える。このとき，次の各問い

に答えよ。なお， a は 0でない実数の定数である。ただし， (2),(3)は答のみ。 ( )12点

(1)  P 3;R 上の線形変換 f を f:P 3;R  → P 3;R , p( )x p( )x +a とする。この

とき基底 B  0 に関する f の行列表現 A を求めよ。

(2)  f を(1)と同じものとする。このとき基底 B  a に関する f の行列表現 B を求めよ。

(3)  B  0からB  a への基底変換行列P を求めよ。

6.  実対称行列 A= 
-2  1  1
 1 -2  1
 1  1 -2

と R3 のベクトル x =  x1 x2 x3t
に対して，次の各問い

に答えよ。ただし，(1),(2),(3),(4)は答のみ。  ( )茨城大・改 ( )21点

(1) A の固有多項式 φA λ = A-λ E を求めよ。

(2)  A の固有値  λ1> λ2 を求めよ。 [1]  λ1      [2]  λ2

(3)  A3+6A2 を求めよ。

(4)  λ1 に対する固有ベクトルのうち，( )1,1 成分が正の単位ベクトルu1 を求めよ。

(5)  λ2 に対する固有ベクトルのうち，互いに直交する2つの単位ベクトル u2,u3 を求めよ。

(6)   x =1 を満たすときの2次形式 A x = x
t

Ax の最小値とそれを与える x を求めよ。
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